
1 Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

1.1 Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L íàä ïîëåì F ýòî îòîáðàæåíèå
B : L× L → F , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì áèëèíåéíîñòè:

∀a, b ∈ F ; ∀x, y, z ∈ L : B(ax + by, z) = aB(x, z) + bB(y, z); B(z, ax + by) = aB(z, x) + bB(z, y)

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè B(x, y) = B(y, x) è êîñîñèì-
ìåòðè÷íîé, åñëè B(x, y) = −B(y, x).
Ïðèìåð: B(x, y) = xy − áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà R1, B(x, y) = x1y2−x2y1, ãäå x = (x1, x2), y =

(y1, y2) ∈ R2 − êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà R2, B′(x, y) = x1y1 + x2y2 − ñèì-
ìåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà R2.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ýòî îòîáðàæåíèå

q : L → F,

äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà B, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: B(x, x) = q(x).
Ïðèìåð: q(x) = x2 − êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà R1, q(x) = x2

1 − x2
2, ãäå x = (x1, x2) ∈ R2 −

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà R2.
Âûðàæåíèå â êîîðäèíàòàõ (â íåêîòîðîì áàçèñå e1, . . . , en) äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû

èìååò âèä:

B(x, y) =
n∑

i,j=1

bijxiyj ,

ãäå bij = B(ei, ej).
×èñëà bij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè áèëèíåéíîé ôîðìû â áàçèñå. Ìàòðèöà

B = (bij) − íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé áèëèíåéíîé ôîðìû â áàçèñå.
Äëÿ äàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áè-

ëèíåéíàÿ ôîðìà Q, òàêàÿ ÷òî Q(x, x) = q(x). Ìàòðèöà ýòîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé
ôîðìû â íåêîòîðîì áàçèñå íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ýòîì áàçèñå.
Âûðàæåíèå â êîîðäèíàòàõ äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä:

q(x) =
∑

i

aiix
2
i +

∑
i<j

2aijxixj , (1)

ãäå aij − êîýôôèöèåíòû ôîðìû Q.
Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: q(λx) = λ2q(x)
Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ (íàçûâàåìûé êàíîíè÷å-

ñêèì), â êîòîðîì ôîðìà èìååò âèä ñóììû êâàäðàòîâ èëè êàíîíè÷åñêèé âèä:

q(x) =
∑

i

aix
2
i ,

ïðè÷åì ai = ±1; 0.

• Êàíîíè÷åñêèé âèä îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðîâàíèÿ êî-
îðäèíàò

• Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî

• Êîëè÷åñòâî ai = 1 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ r+ è íàçûâàåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè

• Êîëè÷åñòâî ai = −1 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ r− è íàçûâàåòñÿ îòðè-
öàòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè

• ×èñëî r = r+ + r− îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî è íàçûâàåòñÿ ðàíãîì êâ. ôîðìû



• Åñëè ðàíã êâ. ôîðìû ðàâåí êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ, ò.å. r = dim L èëè âñå ai 6= 0,
òî êâ. ôîðìà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé

• åñëè íåêîòîðûé ai = 0, òî êâ. ôîðìà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé

• Ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì:

Q′ = CT QC ,

ãäå C − ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó, Q − ìàòðèöà ôîðìû â
ñòàðîì áàçèñå, Q′ − â íîâîì.

1.2 Ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíî-
íè÷åñêîìó âèäó

Ìåòîä Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êàíîíè÷åñêèé âèä è íàéòè êàíîíè÷åñêèé áà-
çèñ.
Àëãîðèòì Ëàãðàíæà:

1. Åñëè â (1) íàéäåòñÿ aii 6= 0

• âçÿòü âñå ñëàãàåìûå â (1), ñîäåðæàùèå xi

• âûäåëèòü èç íèõ ïîëíûé êâàäðàò
• ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ: ``ïîëíûé êâàäðàò''= yi, xk = yk ïðè k 6= i

2. Åñëè â (1) âñå aii = 0

• íàéòè aij 6= 0

• ñäåëàòü çàìåíó: xi = yi + yj, xj = yi − yj, xk = yk ïðè k 6= i, k 6= j

• ïåðåéòè ê øàãó 1

3. ïðîäîëæàòü ïîêà åñòü aij 6= 0

1.3 Ïðèâèäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò

Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

q(x) =
∑

i

λix
2
i ,

ãäå λi − ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.
Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ:

1. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

2. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ÂÍÈÌÀÍÈÅ! ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå
ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ îðòîãîíàëüíûìè)

3. Åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîå, âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû (ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÓ) è ïðîèçâå-
ñòè ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ýòèõ âåêòîðîâ

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è åñòü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ.
Êàíîíè÷åñêèé âèä îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.



1.4 Ïðèìåð (ìåòîä Ëàãðàíæà): íàéòè êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è êà-
íîíè÷åñêóþ ôîðìó äëÿ q = x1x2 − 4x1x3 + 2x2x3

Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q â ñòàíäàðòíîì áàçèñå:

Q =

 0 1
2
−2

1
2

0 1
−2 1 0


Ñèòóàöèÿ èç øàãà 2 : âñå aii = 0. Âûáèðàåì a12 = 1

2
6= 0. Äåëàåì çàìåíó:

x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

x3 = y3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì y:

C1 =

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1


Ôîðìà q â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (âûïîëíÿåì çàìåíó):

q = y2
1 − y2

2 − 4(y1 + y2)y3 + 2(y1 − y2)y3 = y2
1 − y2

2 − 2y1y3 − 6y2y3

Ïîä÷åðêíóòû ÷ëåíû ñîäåðæàùèå y1, ò.ê. ìû ïåðåõîäèì ê øàãó 1 è a11 = 1 6= 0.
Âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò (èç ïîä÷åðêíóòûõ ñëàãàåìûõ):

q = ((y1 − y3)
2 − y2

3)− y2
2 − 6y2y3 = (y1 − y3)

2 − y2
3 − y2

2 − 6y2y3

Âûïîëíÿåì çàìåíó:

y1 − y3 = z1

y2 = z2

y3 = z3

Èëè:

y1 = z1 + z3

y2 = z2

y3 = z3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì z:

C2 =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1


Ôîðìà q â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

q = z2
1 − z2

2 − z2
3 − 6z2z3

Âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò:

q = z2
1 −

(
(z2 + 3z3)

2 − (3z3)
2
)
− z2

3 = z2
1 − (z2 + 3z3)

2 + 8z2
3



Çàìåíà:

z1 = t1

z2 + 3z3 = t2

z3 = t3

Èëè:

z1 = t1

z2 = t2 − 3t3

z3 = t3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì t:

C3 =

 1 0 0
0 1 −3
0 0 1


Ôîðìà q â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

q = t21 − t22 + 8t23 = t21 − t22 + (2
√

2t3)
2

×òîáû ïîñëåäíèé êîýôôèöèåíò ñòàë ðàâåí 1, íóæíî åùå îäíî ïðåîáðàçîâàíèå:

t1 = s1; t2 = s2; 2
√

2t3 = s3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì s:

C4 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

2
√

2


Ôîðìà q â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (êàíîíè÷åñêèé âèä):

q = s2
1 − s2

2 + s2
3

Èíâàðèàíòû ôîðìû q: r+ = 2, r− = 1, r = 3, ôîðìà íåâûðîæäåíà.
Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà − ýòî ñòîëáöû ìàòðèöû C = C1C2C3C4.

C =

 1 1 −1/
√

2

1 −1
√

2

0 0 1/2
√

2


Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé:

CT QC =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1





1.5 Ïðèìåð ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì

q(x) = 5x2 + 4xy + 8y2

Ìàòðèöà ôîðìû:

Q =

(
5 2
2 8

)
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí:

pQ(t) =

∣∣∣∣∣ 5− t 2
2 8− t

∣∣∣∣∣ = (5− t)(8− t)− 4 = t2 − 13t + 36

Ñîáñòâåíûå çíà÷åíèÿ (êîðíè pQ(t)): λ1 = 4, λ2 = 9
Êàíîíè÷åñêèé âèä: 4x2 + 9y2

Ñîáñòâåíûûå âåêòîðû (λ = 4):(
5− 4 2

2 8− 4

)(
x
y

)
=

(
1 2
2 4

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇒ e′1 =

(
x
y

)
=

(
2
−1

)

λ = 9: (
5− 9 2

2 8− 9

)(
x
y

)
=

(
−4 2
2 −1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇒ e′2 =

(
x
y

)
=

(
1
2

)

Çàìåòèì, ÷òî (e′1, e
′
2) = 2 · 1 + (−1) · 2 = 0, ò.å. e′1 ⊥ e′2 (ñì. ïðåäóïðåæäåíèå âûøå)

Íîðìèðóÿ, ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé áàçèñ:

e1 =

(
2√
5
,− 1√

5

)
, e2 =

(
1√
5
,

2√
5

)

ò.ê. |e′1| =
√

22 + (−1)2 =
√

5, |e′2| =
√

5


